A. Антенна

В связи с развитием сотовой связи в тридесятом царстве компания 
«Змей Горыныч Телеком» решила установить антенну, которая бы обеспечивала связью все деревни. Про каждую деревню известны ее координаты (xi, yi). Чтобы качество связи было максимальным, требуется расположить вышку таким образом, чтобы сумма квадратов расстояний от вышки до деревень была минимальна.

Определите координаты точки, в которой следует построить вышку. Например, если имеется три деревни, координаты которых (0, 0), (4, 0) и (2, 6) соответственно, то вышку следует установить в точке (2, 2).

B. Налоговая реформа

После введения в тридесятом царстве новой системы налогового учета, каждый его житель платит налоги по следующей схеме. Определено N критических сумм – L1 < L2 < …< LN  и N + 1 процентная ставка P1, P2, …, PN, PN + 1.

Если сумма годового дохода жителя царства не превышает L1 золотых монет, то он платит в казну P1 процентов своего дохода. Если сумма его годового дохода находится в пределах от L1 до L2 золотых монет, то он платит в казну P1 процентов от суммы в L1 монет и затем P2 процентов от суммы L2 – L1.

Вообще, если сумма его дохода X монет удовлетворяет неравенству Li < X ≤ Li + 1, то сумма налога, который ему следует уплатить, складывается из следующих слагаемых: 
Pi + 1 процентов от X – Li,  Pi процентов от Li – Li – 1, и т. д., P1 процентов от L1. Соответственно, если доход превышает LN, то применяется это правило с i = N.

Однако одному князю не понравилось, что жители его автономного княжества уплачивают такой большой налог, и он ввел следующую поправку к закону на территории своего княжества: каждому гражданину возвращается K процентов уплаченной им суммы налога. Правда затем с этой суммы также взимается налог (по той же схеме, независимо от основного налога), который уже не компенсируется подобным образом.

Сумма исходного налога, компенсации и дополнительного налога округляются до целых чисел по стандартным правилам округления.

Например, если N = 3, L1 = 100, L2 = 200, L3 = 300, P1 = 10%, P2 = 20%, P3 = 30%, 
P4 = 40%, K = 20%, то житель тридесятого царства с доходом в 250 золотых монет сначала уплатит 50 × 0.3 + 100 × 0.2 + 100 × 0.1 = 45 монет налога. Затем ему будет возвращено 45 × 0.2 = 9 монет, с которых должен будет уплатить налог в размере 
9 × 0.1 = 0.9 монет, что будет округлено до 1 монеты. Итого будет уплачено 
45 – 9 + 1 = 37 монет налога и у жителя останется 250 – 37 = 213 монет.

Недавно Василиса Прекрасная заинтересовалась, сколько зарабатывает ее муж Емеля. Она знает, что после уплаты налогов на домашнее хозяйство остается Y монет. Выясните, каким мог быть доход Емели до уплаты налогов.

C. Найти и заменить

По заказу Ивана Царевича команда программистов под руководством Василисы Премудрой разрабатывает новый пакет программ «Яга Офис», основой которого будет новый мощный текстовый редактор.

Одной из важнейших функций редактора является поиск-замена. Задан текст, набор слов, которые требуется найти в тексте и слова, на которые их следует заменить. Ваша задача – помочь разработчикам редактора реализовать эту сложную функцию.

Например, если исходно был задан текст 

Жили были дед и баба, и было у них три сына.

и набор замен 

дед → Иван

и → да

баба → Марья

сына → гуся

то результатом замен будет

Жили были Иван да Марья, да было у них три гуся.

D. Странная математика

В связи с реформой образования в тридесятом царстве был введен новый предмет, на котором изучаются различные альтернативные науки. Одной из таких наук является странная математика. Ее основное отличие от обычной математики в том, что числа в ней упорядочены не по возрастанию, а лексикографически, то есть как в словаре (сначала по первой цифре, затем, при равной первой цифре – по второй, и так далее). Кроме того, рассматривается не бесконечное множество натуральных чисел, а лишь первые N чисел. Так, например, если N = 11, то числа в странной математике оказываются упорядочены следующим образом: 1, 10, 11, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Помогите ученикам в изучении этой науки – напишите программу, которая по заданному N находит место заданного числа X в порядке, определенном в странной математике. Например, если N = 11 и X = 2, то Ваша программа должна выдать в качестве ответа 4.

E. Половинное деление

В результате ограбления центрального банка тридесятого царства Кащею Бессмертному и Соловью Разбойнику на двоих досталось N мешков с деньгами весом W1, W2, …, WN соответственно. Чтобы побыстрее разделить добычу, решено было не открывать мешки, а поделить их таким образом, чтобы каждому досталось одно и то же количество мешков, а также, чтобы общий вес денег у обоих был одинаковым. 

Помогите им разделить деньги таким образом или выясните, что это невозможно. Например, если N = 4, W1 = 6, W2 = 4, W3 = 3 и W4 = 1, то возможное поделить мешки следующим образом: одному – первый и четвертый, другому – второй и третий. Если же N = 4, W1 = 6, W2 = 3, W3 = 2 и W4 = 1, то поделить добычу указанным способом невозможно.

Комментарии к задачам

Жюри предлагает приведенные пять задач для пятичасового тура. В случае четырехчасового тура одну из задач B или D можно удалить из набора.

Работа должна состоять из описания алгоритма на русском языке, доказательства корректности алгоритма, сформулированного четко и логически корректного, и программы на языке программирования высокого уровня. Жюри рекомендует использовать языки Паскаль, Си или Си ++. Использование Бейсика не рекомендуется. Жюри не приглашает участников, использующих только Бейсик в решениях на городском теоретическом туре, на практический тур олимпиады.

Все задачи имеют приблизительно равную сложность и предлагает в качестве системы оценки следующую.

	Полное решение с алгоритмом на русском языке, обоснованием и программой
	5 баллов

	Имеются пробелы в доказательстве, алгоритм изложен нечетко или отсутствует программа
	3–4 балла

	Алгоритм приведен без доказательства (кроме задачи A) или существенно неэффективный алгоритм, либо имеется только программа
	1–2 балла

	Алгоритм неверен (не решает поставленную задачу)
	не более 1 балла 

	(1 балл дается в случае, если алгоритм применим к достаточно широкому классу входных данных)


Использование дробных оценок не рекомендуется.

Всего за тур: 20-25 баллов

A. Антенна

Требуется минимизировать функцию 
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Таким образом, можно осуществлять минимизацию x и y независимо. Отметим, что 
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 при заданных xi является квадратным трехчленом от переменной x, минимизировать его можно стандартным способом. Для этого следует вычислить коэффициенты 
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. Многочлен достигает минимума в точке 
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Значит, следует в качестве координат антенны взять среднее арифметическое соответствующих координат деревень.

Отметим, что при отсутствии доказательства решение, использующее в качестве ответа указанную точку должно оцениваться в 0 баллов.

B. Налоговая реформа

Поскольку определенная функция Y=f(X) суммы, оставшейся после уплаты всех налогов является неубывающей (это должно быть обосновано участниками), то можно применить для поиска X=f -1(Y) двоичный поиск. 

Нахождение участниками f -1 в явном виде не предполагается. Однако если это сделано, то алгоритм ее вычисления (в том числе, если он является итеративным) должен быть строго обоснован.

C. Найти и заменить

Это простая техническая задача. Особое внимание следует уделить обработке знаков препинания. В случае правильного применения участниками сложных алгоритмов поиска подстроки в строке (например, алгоритмов типа Кнута-Морриса-Пратта с использованием конечных автоматов), это может быть поощрено, вплоть до допуска до городского тура олимпиады.
D. Странная математика

Эта задача требует аккуратного программирования. Следует последовательно находить количество K-значных чисел, не превосходящих N, находящихся в лексикографическом порядке до заданного числа X, для всех K от 1 до количества цифр в N. Асимптотическая сложность верного решения есть O(poly(log N)).

Решения за O(N log N) (сравнивающее все числа из заданного диапазона лексикографически с X), либо за O(N log2N) (сортирующее все числа заданного диапазона лексикографически) должны оцениваться из 2 баллов. При этом следует обращать внимание на корректную оценку работы алгоритма – следует не забывать log N, который требуется на сравнение чисел в лексикографическом порядке.
ОПЯТЬ ЗАДАЧИ.

Задача A. Плакаты

Победитель многих олимпиад, Петя решил развесить дипломы, полученные за олимпиады, на стене в своей комнате. Стена имеет вид прямоугольника размера M × N сантиметров, а диплом — прямоугольника размера A × B сантиметров. Выясните, какое максимальное число дипломов Петя сможет разместить на стене. Поворачивать дипломы нельзя, они должны быть размещены так, чтобы их стороны были параллельны краям стены.

Например, на стене размером 300 × 200 сантиметров можно разместить 84 диплома размера 21 × 29 сантиметров.
Задача B. Кроссворд

Будем называть кроссвордом шесть слов, организованных в виде прямоугольника: три вертикально и три — горизонтально, так, что на пересечениях слов расположены одинаковые буквы, соседние вертикальные и горизонтальные слова разделены хотя бы одним символом, и каждое слово имеет хотя бы один символ снаружи от пересечения с другими словами. Пример кроссворда:
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Дано шесть слов, определите, можно ли из них составить кроссворд.

Задача C. 
Счастливая страница
В новом выпуске Большой Галактической Энциклопедии N страниц (N ≤ 10 9). Петя считает страницу счастливой, если произведение цифр, входящей в ее номер, равна K. Помогите Пете определить, есть ли счастливые страницы в новом выпуске энциклопедии.

Например, если N = 100 то для K = 42 в БГЭ есть счастливая страница (например, номер 67), а для K = 128 счастливой страницы нет.
Задача D. Парадокс чтения

Известно, что при чтении фразы человек в основном обращает внимание на первую и последнюю букву каждого слова, а также на набор букв в слове. При этом порядок букв не так важен. Например, фраза «Приевт, дрьузя» легко идентифицируется как «Привет, друзья». Задано две фразы, требуется определить, можно ли первую интерпретировать как вторую, с учетом вышеуказанных правил. 

Например, фразы «Притев, дьузря» или «Приевт, друзря» нельзя интерпретировать, как «Привет, друзья», поскольку в первом случае в первом слове не совпадает последнияя буква, а во втором случае во втором слове не совпадает набор букв.

Задача E. Зайчонок

Зайчонок участвует в соревнованиях по прыжкам на точность. Соревнования проводятся на прямой дорожке. Зайчонок умеет прыгать на K метров вперед и на L метров назад. Выясните, какое минимальное число прыжков ему придется сделать, чтобы попасть в точку, расположенную в P метрах впереди от стартовой позиции.

Например, если K = 3, L = 2 и P = 10, то необходимо сделать пять прыжков: четыре вперед и один назад.
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